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Capitulo 1 - Fracoes Continuas

Introducao

A teoria de fragoes continuas é um dos mais belos temas da matematica elementar, sendo
ainda hoje assunto de pesquisa recente (incluindo a do autor destas linhas). O objetivo deste

artigo € servir como referéncia didatica em portugués a nivel secundério sobre o assunto.

Nas inclusoes N C Z € Q C R a passagem de Q para R é sem divida a mais complicada
conceitualmente, e a representacao de um numero real esta diretamente ligada a préopria nocao

de numero real.

De fato, o conceito de niimero natural é quase um conceito primitivo no ensino secundario.

J& um ntimero inteiro ¢ um nimero natural com um sinal que pode ser + ou —, e um ntmero



racional é a razao entre um numero inteiro e um natural nao nulo. Por outro lado, dizer o que
¢ um numero real é tarefa bem mais complicada, mas ha coisas que podemos dizer sobre eles.
Uma propriedade essencial de R é que todo ntimero real pode ser bem aproximado por niimeros
racionais. Efetivamente, dado = € R, existe k € Z (k = [z]) tal que 0 < z — k < 1. Podemos
escrever a representacao decimalde x—k =0, ajas...ay, ..., a; € {0,1,...,9}, o que significa
B . Th rn+ 1

que Si:n/: ap+10-a,_q + 100; an_2'+~ 10" a, e.ntao o <z—-k< 1Onrn !

k + Ton é uma boa aproximagcao racional de x, no sentido que o erro )x — (k: + W)‘ ¢ menor
L , que é um numero bem pequeno se n for grande. A representacao decimal de um

, € portanto

que W

numero real fornece pois uma seqiiéncia de aproximagoes por racionais cujos denominadores

sao potencias de 10.

. . +1
Dado qualquer z € R e ¢ natural nao nulo existe p € Z tal que L <zr< p—, e por-
q
1 +1 1 . , . - L
tanto |z — £ < —-e|r— pT 2 < —. Em particular ha aproximacoes de x por racionais com
q q q q

denominador ¢ com erro menor que 5 A representacao decimal de x equivale a dar essas
aproximacoes para os denominadores ¢ que sao poténcias de 10, e tem méritos como sua prati-
cidade para efetuar calculos que a fazem a mais popular das representacoes dos niimeros reais.
Por outro lado, envolve a escolha arbitraria da base 10, e oculta freqiientemente aproximagcoes

racionais de x muito mais eficientes do que as que exibe. Por exemplo,

22 - 1 314 355 - 1 - 3141592
—— < =<t |T—-—|<— < |T— ——
7 700 100 113 3000000 1000000
22 . : - . - .
mostram que - e 113 sao melhores aproximacgoes de m que aproximacgoes decimais com de-

nominadores muito maiores, e de fato sao aproximacoes muito mais espetaculares do que se

podia esperar.

O objetivo deste artigo é apresentar uma outra maneira de representar nimeros reais, que
sempre fornece aproximacoes racionais surpreendentemente boas, e de fato fornece todas es-
sas aproximagoes excepcionalmente boas, além de ser natural e conceitualmente simples: a

representacao por fragoes continuas.

Dado z € R, definimos [z] como o tnico inteiro tal que [z] < z < [z] + 1. Definimos



recursivamente

1
ag =, ap=|ayn|, e se a,€Z a1 =——, paratodon € N.
Qp — Ap
Se, para algum n, «, = a, temos
1
T =0y =ay+ =: [ag; ai, az, ..., a,].
1
a; +
1
a2 _I_ .. + -
Qp,
Senao denotamos
1
r=ayg+ —————— — =: [ap; aj, ag, . ...
1
a +———
as + ...

O sentido dessa ultima notacao ficara claro mais tarde. A representagao acima se chama a

representacao por fracoes continuas de x.

Curiosidade: O denominador da n-ésima aproximacao em base B de um numero real é B".
Ja o denominador ¢, da n-ésima aproximacao por fracao continua de x depende de x. Apesar

disso, para quase todo real z, {/g, converge a e /1202 — 3 97589991872 .. (meu nimero real

x — Pn converge a e~ /62 — 0,093187822954 .. . .

preferido!) e
an

Observagao: Os «, (como fungoes de z) sdo fungoes distintas do tipo % com a,b,c,d
inteiros. Se a fragao continua de x é periddica, ou seja, se o, 1x = a,, n € N, k € N*| entao x
serd raiz de uma equacao do segundo grau com coeficientes inteiros, ou seja, serd um irracional
da forma r + /s, r,s € Q. A reciproca é verdadeira, mas sua prova é mais dificil, e serd

apresentada posteriormente.



Se x € QQ, sua representacao sera finita, e seus coeficientes a,, vém do algoritmo de Euclides:

, ¢>0 D= apq + 1o 0<ry<gq

q=ayrg+rnr 0<r <rg

o = Q9T + T 0§7“2<T1

Tn—2 = QpTp—1

Isso ja é uma vantagem da representagao por fragoes continuas (além de nao depender
de escolhas artificiais de base), pois o reconhecimento de racionais é mais simples que na

representacao decimal.

1 Reduzidas e boas aproximacoes

Seja x = [ag; a1, ag, . ..]. Sejam p,, € Z, g, € N* primos entre si tais que Pn _ lag; ai, az, ..., a,l,
n
n > 0. O seguinte resultado sera fundamental no que seguira.

Proposicao 1.1: (pn) € (gn) satisfazem a recorréncia ppio = GpioPni1 + Pn, € Gniz =
Gni2Qni1 + Gn, para todo n > 0. Temos ainda py = a9, p1 =apa1+1, =1, ¢ =a;.

Além diSSO, Pn+19n — Pndn+1 = (_1)n, Vn > 0.

x
Dem: Por indugao em n, provaremos que se t;, > 0, para k > 1 entao [to;t1,t2,...,t,] = =k
Yk
onde as seqiiéncias (z,,) € (ym) sdo definidas por xy = to, yo = 1, z1 = tot1 + 1, 11 = to

Tnao = tnioTni1 + Tny Ynio = thio Yni1 + Yn, V. Suponha que a afirmacao seja valida para
k =n. Para k =n + 1 temos

1
[to, tl,tg, Ce 7tn7tn+1] = [to;tl, tg, Ce ,tn + —] =
tn+1

(tn + )xn—l + Tn—2

tn+1 o tn—l—l (tnxn—l + xn—Z) + Tp—1 o tn—l—lxn + Tp—1 .

thrl(tnynfl + yan) + Yn—1 thrlyn + Yn—1

(tn + )yn—l + Yn—2

tn—l—l

Por outro lado as igualdades



. P1go — Pog1 = (apas + 1) —apa; =1
. Prt2Gn+1 — Pnt1Gn+2 = (@ni2DPnt1 + Pn)Gnst
_<an+2 Gn+1 + Qn)pn—i—l = _(pn-HQn - ann-H)

mostram que Ppi1Gn — PnGnr1 = (—1)", Vn € N, o que implica em particular que os p,, ¢

dados pelas recorréncias acima sao primos entre si. [ |
s . AnPn—1 +pn—2 Pn—2 — Gn—2C
Corolario 1.2: z = e a=—"""—"7"7"7"7-" Vnel
Ondn—1 + Gn—2 n—10 — Pn—1

Dem: A primeira igualdade é conseqiiéncia direta da prova, e a segunda é conseqiiéncia direta
da primeira pois x = [ag; a1, a9, . - ., Gp_1, ).

Note que as reduzidas de ordem par sao menores e as de ordem impar maiores que r =

lag; ay,...].
n 1 1
Teorema 1.3: |z — 2% < <—,VneN.
dn qnQn+1 qr
n 1 n
Alémdisso,x—p—<—20u g — Dol s—, VneN.
| 24, Gn+1| 20541
Dem: z sempre pertence ao segmento de extremos Pn e Pot1 cujo comprimento é
dn Gn+1
Qn+1 dn dndn+1 AnGn+1 Qn dnqn+1 ay
Além disso, se
n n ].
‘:1:'—})— 2—2e x_p+1 > ——,
|~ 2q; Gn+1 | 2054
entao
1 n n 1
= x—p— +‘x—p 1 >+ 55— = Gn+1 = qn, absurdo.
Inn+1 Gn Q1| 20 24541




n 1 1 . ,
Observagao: De fato |z — Pn < 5 - Quanto maior for a,;; melhor serd a
dn dnqn-+1 An+195n
aproximacao Pn de z. O préximo resultado nos dé explicitamente o erro da aproximacao de x
dn
Pn
por — .
dn
Proposicao 1.4:
Pn (_1)n qn—-1
r—— = , onde (3,41 = =1[0;an,an_1,0,_2,...,a1].
G (ng1+ Bng1)q n
n—1 — qn—1T
Dem: Temos o, 1 = Pno1 — n1t . Portanto,
qnT — Pn
n—1 — qn—1T n— n—14Yn — MInn— -1)" n
an+1+5n+1=p1 1% | n-1 _ Proiln — Podn-1 _ (1) oy Pn
qnT — Pn qn Qn(Qn-T - pn) Qn(Qn:E - pn) an
— Qn<QnJ; _pn> _ (_1)n
a2 (ns1 + Bnt1)@2
|
Como aplicacao podemos provar o seguinte.
: o p 1
Teorema 1.5: (Hurwitz, Markov). Para todo « irracional, n > 1 temos |a — =| < W para
q q
n— n n . 1 . .
pelo menos um racional b € {p ! ) p—, Dol } Em particular |a — }—)’ < —— tem infinitas
q In-1 Gn Gni1 q]  V/5¢?

solugoes racionais p/q.

Dem: Suponha que o teorema seja falso. Entao existe « irracional, n > 1 com «, + 3, <
V5, i1 + Bri1 < V5 e apyo + Buye < 5. Devemos portanto ter a, = an41 = Gnyo = 1 (todos
sdo claramente no méximo 2, e se algum a; ¢ igual a 2 com k € {n,n + 1,n + 2}, terfamos

1
ar + B > 2+ 3 > /5, absurdo.)

Seja x = 1/au19 € y = Buy1 . As desigualdades acima se traduzem em

1 1 1 1
+-<V5, 1+a+y<Viee- +—— <5,
14+z2 gy r 14y
Temos
1 1 1 1 5
1+x+y§\/5:>1+x§\/5—y:>—+—2 —i——:L
l+z vy~ Vo—y v y(V5—y)



V5 —1

5 - Por outro lado temos

e portanto y(v5 —y) > 1=y >
- 1 Lo V5
144~ V5-1—y 1+4 (A+y)(V5-1—y)

V5 —1 V5 —1
, € portanto devemos ter y = 5

1
x<\/5—1—y:> +

e portanto (1+y)(vVb—1—y) > 1=y <

, 0 que

é absurdo pois y = 3,41 = 1 ¢ Q.

n

\/_ tem infinitas solucoes racionais P ,
oq q

para todo « irracional. v/5 é o maior nimero com essa propriedade. De fato, se

Observacao: Em particular provamos que |a — E

1++5 ’ p‘ 1
e >0, = e |la——| < ——0,
2 (VB +e)¢g?
temos
1-v5
<1+\/3>_ P SN (1+\/5)_ (1—\/5)_p 2~ " g
q 5 p —(\/5+€>q q T p| |4 9 \/5+€ )
ou seja,
P> —pg—¢*| < —=— (V5 +¢).

1++/5
2

Se ¢ é grande, 1/¢% é pequeno, e _P ¢ muito préximo de 0, donde
qeg q- € peq

1 5)
+v5 _ B -5 / (V5 + &) ¢é muito préximo de V5
2 NGRS

Ip*> — pq — q | > 1 (de fato p? — pg — ¢*> é um inteiro nao nulo, pois se p> — pg — ¢* = 0

(1) - (2)-1mom ke 152057

absurdo, pois b €Q.)
q

< 1, absurdo, pois

teriamos

1+V5 p

Outra maneira de ver que, para todo € > 0, —5

tem apenas um

1+ 5
2

1
S Brog

, . ~ P , . ~ . .
niumero finito de solugoes = € Z é observar que as melhores aproximacoes racionais de
q

sdo as reduzidas 2 de sua fragao continua [1,1,1,1,...] (ver secdo 2 e exemplos), para as quais
dn



1 5 n 1 ) .
temos V5 _Pn)_ 5 » COM Qppq + Bni1 se aproximando cada vez mais de
2 dn (an+1 +ﬁn+1>qn
1 5 5—1
[1;1,1,1,...]4+[0;1.1.1....] = +2f+ f2 = /5.
Exemplos:
o m=1[3;7,15,1,2921,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...], portanto
Po _3 P1 . 22 P2 . 333 P3 . 355
o ¢ 77 g 1067 g3 113

e c=(2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...] (isso nao é facil de provar.)

o V2=11;2,2,2,...] pois

Y/ J S S S S S S N
n 211 2 2+1 2 2 J2¥1

1+V5 1+v5

145 1+v5 145
=[1;1,1,1,...] pois 1+ +\f:1+ +\/_+ +v5

2 2 2 2
1++/5

Isto prova em particular que V2 e sao irracionais, pois sua fragado continua ¢é

infinita.

2 Boas aproximacoes sao reduzidas

O proximo teorema (e seu Corolério 2) caracteriza as reduzidas em termo do erro reduzido da
aproximacao de x por p/q, o qual é, por defini¢do, a razao entre |x — p/q| e o erro méximo da

aproximacao por falta com denominador ¢, que é 1/q. Assim, o erro reduzido da aproximagcao
de z por p/q é |qx — p|.

+ Pn " Além disso,

Teorema 2.1: |g,z — p,| < |gz —p|, Vp,q € Z, 0 < q¢ < qn
dn

3

lgn —pn| < lgz —p|, VP, €Z, 0<q< Gns1-

Dem: ‘E _Pn

4 dn

1 1 }
z—> se ¢ < ¢nt1, € assim L estd fora do intervalo <p_’ M).
an QnQn+1 q qn gn+1



Portanto

n n 1
w—]—?‘zmin{‘g—p—,‘]—?—pﬂ}z = |qz — p|
q q qn q qn+1 q4dn+1
> > |Qn$_pn|'
Gn+1
Pn+1

Além disso, se vale a igualdade, entao z = , donde a,+1 > 2, € ¢ui1 > 2q,, Pois numa
qn+1

fragdo continua finita, como no algoritmo de Euclides, o ultimo coeficiente a, é sempre maior

que 1. Nesse caso, se ¢ < ¢, , teremos

p‘ ‘ Pn|  |Pnt1 Da 1 I quy1—gq
T—=| 2|l ——|— - > — - =
q Gn Gn+1 dn q4n ndn+1 qqndn+1
> = gz —p| > > |gna — pnl.
qqn+1 An+1
Corolario 2.2: ‘;1: D < ‘x — B‘, Vq<qn.
an q

/

Corolério 2.3: Se |qxr — p| < |dx —p'|, V¢ <q, b =+ q_, entdo p/q é uma reduzida da fragao
q9 9

continua de .

Dem: Tome n tal que ¢, < g < ¢pa1 -

Teremos |¢,x — pn| < |qz — p|, e portanto p/q = p,/qn - [

Teorema 2.4: Se

1 . , . ~ .
x — ]—9’ < 202 entio £ ¢ uma reduzida da fracao continua de .

al  2¢° q
Dem: Sejan tal que ¢, < ¢ < @11 . Suponha que b #+ Pnt1 Entao, temos duas possibilidades:
4  Gn+1
n 1 1
a) q2q+1:>’$—1—)‘2 >
2 q| " @ T 2q
b) q<q“éqn+1>2qnix—]3'>p——g)—p —p—'z—— S
2 q dn q Qnm dn q4qn qndn+1

dn+1 — 4 > 1
qqnGn+1 n

1
> 507




3 Fracoes continuas periddicas

Nesta secao provaremos que os nimeros reais com fracao continua peridédica sao exatamente as

raizes de equacoes do segundo grau com coeficientes inteiros.

Lembramos que na representacao de x por fracao continua, a,, , o, sao definidos por recursao

por
1

ap =2, G =[], Qup1=
n _'an

E temos
a, = P2 T2ty e
qn—1T — Pn—1
Isso d4 uma prova explicita do fato de que se a fracao continua de x é periddica, entao
x € raiz de uma equacgao do segundo grau com coeficientes inteiros. De fato, se a, i = o,
n € N, k € N* entao

Pn—2 — 4n—2  Pn+k—2 — Gntk—27T

= (n-1 Gntk—2 — Qn—2 Qn+k71)$2
Gn—1T — Pn—1 Gn+k—1T — Pn+k—1

+ (pn+k71 n—2 + Pn—2 Qntk—1 — Pntk—2Gn—-1 — Pn—1 Qn+k72>$

+‘pn—1pn+k—2 — Pn—2 Pn+k-1 =0.

Note que o coeficiente de z? é nao-nulo, pois 1 ¢ uma fragao irredutivel (de fato p,_1¢n—2 —
qn—2

Prn—2qn—1 = (—1)") de denominador ¢, o € Intk=1 ¢ yma fracao irredutivel de denominador
n+k—2

Gn—1 Gn+k—1
-

Qn+k—2 > Qn—2, donde = Qn-1 Gntk—2 — Gn—2 Gnti—1 7 0.

qn—2 Qn+k—2
Vamos provar agora um resultado devido a Lagrange segundo o qual se x é uma irracional-

idade quadrdtica, isto é, se x é um irracional do tipo r + /s, r,s € Q, s > 0 entao a fragao
continua de x é periddica, i.e., existem n € N, £ € N* com «a,, 1 = a,, . Neste caso, existem a,
b, c inteiros tais que ax? + bx + ¢ = 0, com b*> — 4ac > 0 e Vb? — 4ac irracional. Como vimos

na secao 1,
T ::pn—lah/+'pn—2
Qn—loh/+'Qn—2

Y

e portanto

2
axz—%lm7+—c:: 0::>(1(]%k46h1+_pn—2) _+l)<£M—1O% +‘pn—2> +eo= 0
qn—lo%/+'Qn—2 Qn—lah/+’Qn—2

= Ana? + Bhay, + C, =0,



onde

An = api—l + bpnflqnfl + qu—l
Bn = 2a'pn—1pn—2 + b(pn—lQn—Q + pn—Qqn—l) + 2c dn—-1G9n—2

On - apz;,—2 + bpn—QQn—Q + CqT2L—2 .

Note que C,, = A,,_;. Vamos provar que existe M > 0 tal que 0 < |A,| < M para todo
n € N, e portanto 0 < |C,,| < M, Vn € N:

Pn—-1 - Pn—1
An = api—l + bpn—lqn—l + qu—l = aqu—l (ZL’ - ) (ZL’ - )7

onde z e T sao as raizes de a, X?> +bX + ¢ =0, mas

n— 1 n— _ n—
‘x—p ! <2—§1:>|An|:aqi_1x—p ! ‘x—p L
Gn—1 Gn—1 Gn—1 Gn—1
§a<|j—x|+‘x—pn_1 ) <a(|lz —z|+1) = M.
Gn—1

Notemos agora que B2 — 4A,C, = b* — 4ac, ¥n € N. De fato, B2 —4A4,C,, = (Ppn_1Gn_2 —
Pn2Gn_1)?(b* — 4ac) = b? — 4ac. Portanto, B? < 4A,C, + b* — 4ac = 4M? + b* — dac = B, <
M' = /AM? + b2 — 4ac, Vn € N.

Provamos assim que A, , B, e (), estdao uniformemente limitados, donde hé apenas um
nimero finito de possiveis equacoes A,X? + B, X + C,, = 0, e portanto de possiveis valores de

o, . Assim, necessariamente o, = «, para alguma escolha de n € N, k € N*.



Aplicagao: A equagao de Pell.

Seja A um inteiro positivo. Estamos interessados na equacao #2—Ay? = 1, com z e y inteiros.
Se A é um quadrado perfeito, digamos a = k?, temos que 2% — Ay* = (v — ky)(x + ky) = 0
admite apenas as solucgoes triviais y = 0, x = +1, pois terfamos * — ky =  + ky = £1. o
caso itneressante é quando A niao é um quadrado pergeito, e portanto v/A é um irracional (de
fato, se VA = §, com mdc(p,q) = 1 e g > 1, terfamos A = f}’—i o que é um absurdo, pois

mdc(p,q) = 1 = mdc(p?, ¢*) = 1, donde p?/¢*> ndo pode ser inteiro). nesse caso, a equacao

2% — Ay? = 1 ¢é conhecida como uma equacgdo de Pell. Nosso resultado principal é o seguinte:

2

Teorema 3.1: A equagio 2 — Ay*> = 1 tem infinitas solugdes inteiras (x,y). Além disso, as

solugoes com z e y inteiros positivos podem ser enumeradas por (x,,y,), n > 0 de modo que,

para todo n, =, + yn\/z = (1 + ylx/z)", e portanto

(@A) A+ (2 — VA" o (A VA" + (g — yl\/z)n‘

xn n -
2 Y o J/A

Observagao: As seqiiéncias (z,) e (y,) acma satisfazem a recorréncia u, o = 2ToUn11 — Up,

Vn>1.

Dem: Observemos inicialmente que, se D = {z + yVA | z,y € Z} entao N: D — D,
N(z 4+ yvVA) = 22 — Ay? é uma funcio multiplicativa, isto é,

N((z +yVA) (u+vVA) = Nz +yVA)N(u+ vVA), Y,y,u,v € Z.
De fato,

N((z + yVA)(u+ vVA)) = N((zu+ ayv) + (zv + yu)VA) = (zu+ Ayv)? — A(zv + yu)?

= 2%u® + A%%0? — A(2*0? + y*u?) = (27 — Ay?)(u? — Av?).

Usaremos agora o fato de que, como v/A é irracional, a desigualdade \\/Z —§\ < q% tem infinitas

solucoes racionais p/q. Note que se [v/A — El < qiz entao
1
@

P* = A¢’| = |p — gV A|lp + VA = g VA ~ SI\erq\/Z\ <q-—-lp+aVAl

=|§+¢Z|§2\/Z+|\/Z—§|<2¢Z+1.



Considerando infinitos pares de inteiros positivos (py, g,) com |[v/A — %\ < é, teremos sempre
lpn — Ag?| < 2v/A + 1, e portanto temos um ndmero finito de possibilidades para o valor
(inteiro) de p, — Ag?. consequentemente, existe um inteiro k # 0 tal que p, — A¢> = k
para infinitos valores de n. Obtemos portanto duas seqiiéncias crescentes de pares de inteiros

positivos u,), (v,), r € N tais que u? — kv? = k para todo r.

Como h4d apenas |k|? possibilidades para os pares (u.(mod |k|),7,(mod |k])), axistem in-
teiros a e b e infinitos valores de r tais que u, = a(mod |k|) e v, = b(mod |k|). Tomamos entao
r < s com as propriedades acima. Seja

us + vsv/A (us + vs\/Z) (u, — vr\/Z)
T+ y\/_ = =
Uy + Ur\/Z “3 - AUE

_ Usty —kAvsvr N <urvs ; usvr> VA

Temos ugu, — Av,V, = u? — Av? = k = 0(mod |k|) e u,vs — usv, = ab — ab = 0(mod |kl), e
portanto g = Gelr=Avste ¢ ) — Ut eVe 456 inteiros. Por outro lado, (z +yv/A)(u, + v,V A) =
us + vsv/A, donde N(z + yVA)N(u, + v,v/A) = N(us + vsv/A). Como N(u, + v,v/A) =
N(us + vsv/A) = k, segue que N(z + yvV/A) = 2% — Ay?> = 1. Além disso, como s > 7,

Us + 0VA > Uy + 0,14, donde x4 yV/A = LA

Sejam agora x1,y; € Z tais que zy + yl\/z >1lex?— Ayl =1 com z; + ylx/Z minimo.
Temos entdo (x1 +y1vVA)~™! = 2, — y1/A. Vamos mostrar que, se Z +7JvVA > 1e i — Aj> =1
(com Z e § inteiros) entdo & 4+ §vV/A = (21 + y1V/A)" para algum inteiro positivo n. Para
isso, tome n > 1 tal que (x; + yl\/Z)" < E+gVA < (r1 + yl\/Z)”“. Temos entao 1 <
(Z + VA (x1 — VA" < 21 + VA Se u+ vvVA = (& 4 §VA)(z, — VA, com u e v

inteiros, temos
u? — Av* = N(u+vVA) = N(F + VAN (z; — ynVA)" = 1,

donde u 4+ vv/A = 1, pela minimalidade de z1 + y1v/A, pois 1 < v+ vVA < 21 + 11V A. Note

2

finalmente que se x e y sdo inteiros e 2 — Ay®> = 1 entdo x + y\/z > 1 equivale a termos

T e y positivos, pois temos 0 < (z + yvA)™' = 2 — yvV/A < 1, donde z = (Hyﬂ);(w_y\/z) e

y = (”y@\;%“y‘/z) sdo positivos. "




Problema resolvido: Sejam ¢ a reta {(z,y) € R%*|y = 0}, C o circulo centrado em (0, %) de

raio 3 e Cy o circulo centrado em (1, 3) de raio 3.

Seja F o conjunto dos circulos em R? com as seguintes propriedades:

1) {01,02} Cc F

ii) Se C'e C' pertencem a F', sdo tangentes entre si e tangentes a ¢ entao o circulo C tangente

aos dois circulos C' e C' e a reta { pertence a F.

ii) Se ' é um conjunto de circulos satisfazendo as propriedades 1) e ii) acima entdao F C F.

Determine o conjunto dos pontos de tangéncia dos circulos C' € F' com a reta /.

Solucgao:
O conjunto dos pontos de tangéncia serd o conjunto {(z,0),z € QN [0,1]}. Cada racional

x € |0, 1] serd representado por pg onde p é inteiro, ¢ ¢ inteiro positivo e mdec(p,q) = 1. Para

provar isso mostraremos os seguintes fatos por inducao:

i) O circulo tangente em (2,0) terd raio 5.
q’ 29

ii) Se os circulos tangentes em 759 e = sao tangentes entre si entao lps — qr| = 1.

Para isso, notemos que dois circulos centrados em (x,71) e (y,72) sdo tangentes a reta ¢
e tangentes entre si entdao (r; — r9)* + d* = (r; + 1) = d* = 4rry = d = 2,/r75, onde

d=|z—y|

As afirmacoes i) e ii) sdo verdadeiras para os circulos iniciais C; e Cy. Se o circulo C é

tangente a £ e tem centro (%’ #), o circulo C’ é tangente a fe tem centro (g, #) eqr—ps =1

entdo, se o circulo C tangente a C' e C' e a reta ¢ tem centro (z,y) com %’ < x < % entao, se

ci’:x—73ezcl”:f—x,devemosterd’:%Jged”:2 4 ed’—i—d”:f—g:é,donde

q S s 2 S
20q+s) /g 1 _ 1 | _p r _ plg+s)+g _ ptr . .
e ViT e Py = agae od = v = Hd = BEalt = 0 (pois ps = gr — 1)

. ~N s ptr : 1
Assim, C' é tangente em <q+s,0> e tem raio ISR



Como q(p+7)—plg+s) =qr—ps=1e (¢+s)r — (p+7r)s = gr —ps = 1 vemos que C
satisfaz 1) e ii).

Esses fatos implicam que todosos circulos criados terao centro em pontos racionais. Basta
provar agora que para todo racional %’ € [0, 1], o ponto (g, 0> ¢é ponto de tangeéncia de algum
dos circulos;, Faremos isto por indugao em ¢ (para ¢ = 1 o resultado é ébvio): basta mostrar se
mdc(p,q) =1 e ¢ > 2 que é possivel escrever p=p' +p” e g = ¢ + ¢" com p,p”, ¢, q" inteiros,
¢, p" > 0eqp" —pq" =1

Estas equagoes podem ser escritas como ¢'(p — p') — p'(q¢ — ¢') = 1, ou seja, ¢'p — p'q = 1,
onde 0 < ¢ < ge0<p <p. Comomde(p,q) =1 existem x,y € Z com px + qy = 1, e teremos
para todo k € Z, p(x + kq) + q(y — kp) = 1. Certamente podemos escolher k de modo que

0 < z+ kq < ¢ (note que x ndo é miltipo de ¢, sendo 1 = px + gy também seria), e entdo

tomamos ¢ =x — kq e p' = kp —y (temos p' = pq/q_l, mas 1 < ¢ < ¢, donde 0 < p’ < p).

Exercicios:

1) Mostrar que se a e b sdo nimeros inteiros positivos arbitrarios, entao

1
av2 —bl > —.
| | 2(a+0)
2) Construa uma sequéncia infinita limitada g, x1, z9,... tal que para todos os nimeros

naturais ¢ e j com i # j se tenha

| — ajlli = j[ = 1.

Obs.: Uma consequéncia imediata deste fato é que, dado um real a > 1, existe uma sequéncia

infinita limitada xg, z1, xs, ... tal que para todos os niimeros naturais 7 e j com ¢ # j se tenha
|z — ajlli = j|* = 1.
O problema 6 da IMO de 1991 consistiu em provar esta tultima afirmacao.

3) Seja
Pn 1

n 1
14

32
52
(2n — 3)*

2+

2+
24



a n-ésima convergente da fracao continua

1+
2+

n 1,1 1 n—1_1
Demonstrar que ’;—n =l-g+s5—s+-+(=D)""55

4) Demonstrar que, para todo inteiro positivo a, temos as seguintes expansoes em fragoes

continuas periodicas:
1. Va2 +1 = [a,2d].
2. Va2 —1=[a—1,1,2a - 2|.
3. Va2 —2=[a—1,1,a—2,1,2a — 2.
4. Va® —a=a—1,2,2a - 2].

5) Encontrar as fracoes continuas de va? + 4 e va? — 4.

6) Seja o = [ag; a1, az,...] € R. Prove que, se ¢, < ¢ < ¢uq1,mde(p,q) =1 e p/q # pu/tn

entdo |a—p/q| < |a—pn/qa| se, e somente se, 2= Z::J:—::Z:, onder € Nétal que 0 < r < a,41/2

ou (r = an41/2 € apyafni1 > 1).

7) Seja a = [ag;aq,az,...] € R. Prove que, se ¢, < ¢ < ¢uy1,mde(p,q) = 1 e p/q #
Pn/@n entao |a — p/q| < 1/¢* se, e somente se, a,,1 > 2 e 2= Z:i—:{;: ou (£ = %

(&n+1 - 2>ﬂn+1 < 1)
8) Prove que, para todo a € R, limsup,,_,, ., cos”(na) = 1.

9) Este exercicio, baseado em [Cohn], tem como objetivo calcular a fragao continua de e.

1. Sao dadas as sequéncias {4, }, {B,} e {C,} definidas por
1 .n _1\n
A, = / Gl
0

n!

1, .n+1 — 1)
Bn:/ A Gl e’dx,
0



Mostrar que para todo n > 1 se cumprem as relacoes
(a) An + Bn1 + Cn—l =0,
(b) Bn - 27’LAn + Cn—l = O,
(¢) A, — B, +C,=0.

2. Dadas as sequéncias {p,} e {¢,} definidas recursivamente como py =qo =p1 =1, ¢ =0

e

DP3n = D3n—1 + P3n—2, Q3n = Q3n—1 + Q3n—2
DPan+1 = 2NP3n + P3n—1, B3n+1 = 2nq3, + @3n—1
D3n+2 = P3n+1 + D3n, Q3n+2 = Q3n+1 t G3n

Mostrar por inducao que para todo n > 0 se cumprem as relagoes
An = (3n€ — P3n, B, = P3n+1 — q3n+16, eOn = P3n+2 — {3n42€.

3. Mostrar que

e= lim = =[21,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...].

10) Dizemos que dois nimeros irracionais « e 3 sao G'Ly(Z)-equivalentes se existem inteiros

a,b,c,d com |ad — be| = 1 tais que § = ‘clgj:g
Mostre que, se as fragoes continuas de a e [ sdo o = [ag; a1, a9,...] € B = [bo; b1, ba, .. .|

entdo a e [ sdo GLy(Z)-equivalentes se, e somente se, existem r € Z e ng € N tais que
by, = apir, Y > ny.
11) [IMO1988] Dados inteiros a e b tais que o nimero ab + 1 divide a? + b?, demonstrar que

a® + b?
ab+1

é um quadrado perfeito.
12) Demonstrar que | (1 + +/3)?"7!] ¢ divisivel por 2".

13) Encontrar todos os triangulos retangulos com lados inteiros tais que a diferenga entre

os catetos é 1.



14) Demonstrar que a equacao 7x? — 13y? = 1 nao tem solugoes inteiras.

15) Seja p um primo. Demonstrar que a equagao x(z + 1) = p?y(y + 1) nao tem solugoes
inteiras positivas. A equacao pode ter solugoes inteiras?

16) Demonstrar que 2z% — 219y? = —1 nao tem solugdes inteiras, mas x? — 219y* = —

(mod m) tem solugoes para todo inteiro positivo m.

Sugestao: Considere a “nova solu¢ao” z; = |293x — 3066y, y; = —28x + 293y.
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