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A teoria de fragGes continuas € um dos mais belos assuntos da
Matematica elementar, sendo ainda hoje tema de pesquisa.

Nas inclusbes N C Z C Q C R c C, a passagemde Q paraR é
sem duvida a mais complicada conceitualmente. A ideia de
representacdo de um numero real esta diretamente ligada a
propria nogao de numero real.

De fato, o conceito de niumero natural é quase um conceito
primitivo. Ja um ndmero inteiro € um namero natural com um
sinal que pode ser + ou —, e um nuamero racional é a razao
entre um nimero inteiro e um natural ndo nulo. E
C={a+bi;abcR,i?=-1}.
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Por outro lado, dizer precisamente o que € um namero real é
tarefa bem mais complicada, mas ha coisas que podemos
dizer sobre eles. Uma propriedade essencial de R é que todo
namero real pode ser bem aproximado por niUmeros racionais.
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Por outro lado, dizer precisamente o que € um namero real é
tarefa bem mais complicada, mas ha coisas que podemos
dizer sobre eles. Uma propriedade essencial de R é que todo
namero real pode ser bem aproximado por niUmeros racionais.
Efetivamente, dado x € R, existe k = | x| € Z tal que

0 < x — k < 1. Podemos escrever a representacao decimal de
X —k:

X—k=0aa...ap..., aj € {0,1,...,9},

0 que significa que se

rn:an+10 a,_ 1+100-a, o+ - Jr10”*1 a;, entao

1 <x—k< ’qoﬂ , € portanto k + 7¢; € uma boa aproximagéo
racional de x, no sentido de que o erro |x — (k + {8)| é menor
do que 11W que € um numero bem pequeno se n for grande. A
representacao decimal de um numero real fornece pois uma
sequéncia de aproximacdes por racionais cujos
denominadores sédo poténcias de 10.
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Vamos lembrar uma notagao que nos serd muito Util: dado

x € R, definimos a parte inteira de x como o unico inteiro | x|
tal que | x| < x < |x] + 1, e a parte fracionaria de x como
{x}=x—|x] €]0,1).
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Vamos lembrar uma notagao que nos serd muito Util: dado

x € R, definimos a parte inteira de x como o unico inteiro | x|
tal que | x| < x < |x] + 1, e a parte fracionaria de x como
{x}=x—|x] €]0,1).

A representagé@o decimal de nimeros reais esta intimamente
ligada a funcéo f : [0,1) — [0, 1) dada por

f(x) = {10x} = 10x — [ 10x ], mais precisamente, a dindmica
da fungao f. Por dindmica da fung¢éo f queremos dizer o estudo
de suas composigdes sucessivas: para cada ponto x € [0, 1),
estamos interessados na sequéncia x, f(x), f(f(x)),--- € [0,1),
cujos termos sdo os chamados iterados sucessivos da f.
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Representamos abaixo o grafico de f(x) = {10x}.

y = () = {10x}
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De fato, se x € [0, 1) tem representacdo decimal 0, aaa3 . . .,
entdo a; = [10x] e f(x) = 0, axaszay . ... Assim, definindo
fl'=fef™ =fof" temos f"(x) = 0,8n418p128n:3 ... para
todo n > 1. Assim, por exemplo, se x =1/3 =0,333...,
temos f(x) = 0,333 --- = x (nesse caso, dizemos que x = 1/3
€ um ponto fixo de f); se x =4/33 =0,121212. .., temos
f(x)=0,212121... e f(f(x)) = 0,121212- - - = x (nesse caso
dizemos que x = 4/33 € um ponto periddico de periodo 2 de f)
e, se x € [0, 1] é irracional, os seus iterados por f serdo todos
distintos, pois sua representacdo decimal ndo sera periddica a
partir de nenhum digito.
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Dado qualquer x € R e g natural ndo nulo existe p € Z tal que

g <x< % (basta tomar pinteiro talque p < gx < p+ 1, i.e.,

p = | gx|), e portanto ‘x — g’ + ‘x - %‘ = £, donde

q

’x - %’ < 75 Em particular ha infinitas aproximagoes de x

por racionais com denominador g com erro menor do que 15.

_P 1 _ Pt 1 4 i _P 1
’x q) <g© ’x < q.AIem disso, ‘x q‘ < 5 OU
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Dado qualquer x € R e g natural ndo nulo existe p € Z tal que

g <x< % (basta tomar pinteiro talque p < gx < p+ 1, i.e.,
p = |gx|), e portanto ‘x — g’ + ‘x — %‘ = 1, donde

q q

’x - %’ < 75 Em particular ha infinitas aproximagoes de x

por racionais com denominador g com erro menor do que 15.

_P 1 _ Pt 1 4 i _P 1
’x )< g© ’x <3 Além disso, ‘x q‘ < 5 OU

A representagéo decimal de x equivale a dar essas
aproximagoes para os denominadores g que sdo poténcias de
10, e tem méritos como sua praticidade para efetuar calculos
que a fazem a mais popular das representagées dos nimeros
reais. Por outro lado, envolve a escolha arbitraria da base 10, e
oculta frequentemente aproximagdes racionais de x muito mais
eficientes do que as que exibe.
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Senao vejamos: tomemos um numero real totalmente ao
acaso, digamos

m =3,141592653589793238462643383279502884 . . ..
Uma aproximagao classica de = por um namero racional &
22/7 = 3,142857142857 .. ., devida a Arquimedes.

Uma outra aproximagao ainda melhor €

355/113 = 3,1415929203539823 . . ..

Note que |7 — 2| < i < |7 — 3| e

3141592
1000000 |’

™ — < |m—

355 < 1
113 3000000

e portanto 2 e 322 sao melhores aproximagdes de m que

aproximagoes decimais com denominadores muito maiores, e
de fato sdo aproximagdes muito melhores do que se poderia
esperar pelo tamanho dos denominadores envolvidos.
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Vamos apresentar uma outra maneira de representar nimeros
reais, a representagao por fragbées continuas, que sempre
fornece aproximacgdes racionais surpreendentemente boas, e
de fato fornece todas as aproximagdes excepcionalmente
boas, além de ser natural, conceitualmente simples e néo
depender de nenhuma escolha artificial de base.
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Vamos apresentar uma outra maneira de representar nimeros
reais, a representagao por fragbées continuas, que sempre
fornece aproximacgdes racionais surpreendentemente boas, e
de fato fornece todas as aproximagdes excepcionalmente
boas, além de ser natural, conceitualmente simples e néo
depender de nenhuma escolha artificial de base.
Dado a € R, definimos recursivamente

Qo =0, ap=|an]

1 1
e,sean¢Z, ap1= = , paratodo n € N.
an—an {oan}

Se, para algum n, a, = a, temos

def 1
a:aoz[ao;a1,32,...,an] = qp +
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Se nao denotamos

1
def
a=lag ay,a,...|Sa+ —

1
a+ ———-
a+ .

O sentido dessa ultima notacao ficara claro mais tarde. A
representacao acima se chama representagdo por fragcbes
continuas de «.
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A figura abaixo da uma interpretacdo geométrica para a
representacdo de um numero por fracées continuas.
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(Enchemos um retangulo 1 x o com quadrados de forma
“gulosa”, isto €, sempre colocando o maior quadrado possivel
dentro do espaco ainda livre. Os coeficientes ag, aj, a», . . .
indicam o numero de quadrados de cada tamanho. Na figura,
se 0s lados do retangulo sdo ¢ < d entédo

d/c=[1;2,2.1,..])

De fato, temos gy = 1 quadrado grande, a; = 2 quadrados
menores, a» = 2 quadrados ainda menores, a3 = 1 quadrados
ainda ainda menores, e um numero grande nao desenhado de
quadrados ainda ainda ainda menores (a4 € grande).
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Note que, se a representacao por fragdes continuas de « for
finita entdo « é claramente racional.
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Note que, se a representacao por fragdes continuas de « for
finita entdo « é claramente racional.

Reciprocamente, se a = g € Q, sua representagao sera finita.
Isto esta diretamente ligado ao algoritmo de Euclides aplicado
para determinar o maximo divisor comum de p e g, e 0s
coeficientes que aparecem no algoritmo de Euclides sédo os
mesmos coeficientes a, que aparecem na fracao continua de
.
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Note que, se a representacao por fragdes continuas de « for
finita entdo « é claramente racional.

Reciprocamente, se a = g € Q, sua representagao sera finita.
Isto esta diretamente ligado ao algoritmo de Euclides aplicado
para determinar o maximo divisor comum de p e g, e 0s
coeficientes que aparecem no algoritmo de Euclides sédo os
mesmos coeficientes a, que aparecem na fracao continua de
.

Isso ja € uma vantagem da representacao por fracoes
continuas (além de ndo depender de escolhas artificiais de
base), pois o0 reconhecimento de racionais é mais simples que
na representagdo decimal.
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Do mesmo modo que a representacao decimal esta ligada a
dindmica da fungdo f(x) = {10x}, como vimos anteriormente,
a representacao em fragbes continuas esta intimamente ligada
a dindmica da fung¢éo g : (0,1) — [0, 1), dada por

g(x) = {1} =1-11], também conhecida como transformagéo
de Gauss: se a = [0; ay, a2, as3,...] € (0,1), entédo a; = Lij e
9(a) = [0; @z, a3, a4, ...]. Assim, definindo, como antes g' =g e
g"t! = gog" paratodo n> 1, temos

9"(«) = [0; any1, @ny2, @nys, ... |, paratodon > 1.
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Representamos abaixo o grafico da transformacao de Gauss

9(x) = {x}.

lm\\ y=9(x)={3}
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Vejamos alguns exemplos:

Temos
of_[1222 .] pois
V2=1+ =1+ =14+ 15— =
f+1 2+f+1 24—
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Vejamos alguns exemplos:

Temos
® V2 =1; 222 ..] pois
V2=1+ =1+ =1+ —— =
f+1 2+ f+1 2+2+ ;§1+1
o 145 —[1;1,1,1,...] pois
14v6 1 _ 1 .
R
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Vejamos alguns exemplos:

Temos
of_[1222 .] pois
V2 =1+ I T I
f 2+1 2+ 3 2+2+¢‘§1+1
o 15 —[1;1,1,1,...] pois
1+v5 _ 1 1 _
2 _1+‘*“§_1+1+1+1¢5

Isto prova em particular que v2 e ! f sdo irracionais, pois
suas fragcdes continuas sao infinitas. Note que, da discussao

anterior segue que v2 —1=1[0;2,2,2...]e
f 1 —10;1,1,1,...] séo pontos fixos da transformag&o de

Gauss g.



A representacéao por fragdes continuas
0000000 0e0000

O fato de essas representagdes serem periodicas a partir de
um certo ponto ndo é casual: Lagrange provou que a
representacao em fragdes continuas de um ndmero irracional
« é periddica a partir de um certo ponto se e somente se
a=r++/s,comr,s c Q (este fato & conhecido como o
Teorema de Lagrange); assim, se o = r = /s € (0, 1), com
r,s € Q é irracional, « sera pré-periodico pela transformagéo
de Gauss g: sua orbita (i.e, o conjunto de seus iterados) por g
serd finita.
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O fato de essas representagdes serem periodicas a partir de
um certo ponto ndo é casual: Lagrange provou que a
representacao em fragdes continuas de um ndmero irracional
« é periddica a partir de um certo ponto se e somente se
a=r++/s,comr,s c Q (este fato & conhecido como o
Teorema de Lagrange); assim, se o = r = /s € (0, 1), com
r,s € Q é irracional, « sera pré-periodico pela transformagéo
de Gauss g: sua orbita (i.e, o conjunto de seus iterados) por g
serd finita.

Nesse caso, como no caso dos racionais, a representagcdo em
fracoes continuas é bem mais simples que a representacao
decimal. Esse também é o caso para

e = 2,718281828459045235360287...: temos
e=1[2;1,2,1,1,41,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...].
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Frac6es continuas, reduzidas e boas aproximacoes

Seja a = [ag; a1, a2, . . . |. Sejam pp, gn € Z primos entre si, com
gn > 0, tais que &2 = [ap; ay, @, . . ., an], n > 0. Esta fragéo % é
chamada de n-ésima reduzida ou convergente da fragao
continua de a.
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Frac6es continuas, reduzidas e boas aproximacoes

Seja a = [ag; a1, a2, . . . |. Sejam pp, gn € Z primos entre si, com
gn > 0, tais que % = |ag; a1, @2, . .., an], n > 0. Esta fragdo % é
chamada de n-ésima reduzida ou convergente da fragao
continua de a.

Vejamos um exemplo: temos

T =1[3;,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...], e portanto, em

particular,

— =[3;7]=34+5=—=e—=[3;7,15,1] =3+ = .

a1 1371 77 Qs [ ] 7 151+1 113
I

Ja vimos essas fragdes antes, e isso ndo € por acaso.
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As reduzidas da fragao continua de um numero real « sdo
sempre aproximagdes muito boas de «, e qualquer
aproximacao racional realmente muito boa de « deve
necessariamente ser uma reduzida de sua fragao continua,
como mostram os resultados a seguir:
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As reduzidas da fragao continua de um numero real « sdo
sempre aproximagdes muito boas de «, e qualquer
aproximacao racional realmente muito boa de « deve
necessariamente ser uma reduzida de sua fragao continua,
como mostram os resultados a seguir:

@ Paratodo n € N, o esta entre ’;” e g"“ Mais

precisamente, se n é par, 2 bhca< g"“ e, se n é impar,

Pn > Pn+1
@ = YT Gu
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As reduzidas da fragao continua de um numero real « sdo
sempre aproximagdes muito boas de «, e qualquer
aproximacao racional realmente muito boa de « deve
necessariamente ser uma reduzida de sua fragao continua,
como mostram os resultados a seguir:

@ Paratodo nc N, o esta entre 22 e p”“ . Mais

an Qn+
precisamente, se n é par, & < o < g"“ e, se n é impar,
Pn > Pn+1
G = YT Gu

@ As sequéncias (pn) e (gn) satisfazem as recorréncias

Pn+2 = @n+2Pn+1 +pne Qn+2 = anr2qnt1 + Qn
paratodon>0
(compy =ap,qo =1,p1 = @a1 +1,q1 = a1).



A representacéao por fragdes continuas
0000000000800

As reduzidas da fragao continua de um numero real « sdo
sempre aproximagdes muito boas de «, e qualquer
aproximacao racional realmente muito boa de « deve
necessariamente ser uma reduzida de sua fragao continua,
como mostram os resultados a seguir:

@ Paratodo nc N, o esta entre 22 e p”“ . Mais

an Qn+
precisamente, se n é par, & < o < g"“ e, se n é impar,
Pn > Pn+1
G = YT Gu

@ As sequéncias (pn) e (gn) satisfazem as recorréncias

Pni+2 = a@nt2Pn+1 + Pn © Qny2 = @ni2Qny1 +Qn
paratodon>0
(com pp = 20, Go = 1,01 =aar +1,q1 = a1).

Pnt1 _ Pn |
Qn+1 an q,,q R ,¥n e N. Em partlcular
1 1 1
o< < < —,VneN.

an AnQn+1 ant1 Qn® ~ ,% ’
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> _pa| 1 — Poit 1.
@ Paratodo n > 0, an| < 2z OU ‘O‘ a1 | S 292,

Assim, pelo menos uma dentre cada duas aproximacdes
consecutivas de « por reduzidas € muito boa (neste
sentido, de que o erro absoluto da aproximagéao € menor
que a metade do inverso do quadrado do denominador da
aproximacao).

(0%
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> _bn| o 1 — Prat !
@ Paratodo n > 0, an| < 2z OU ‘O‘ G | S 2q2,,

Assim, pelo menos uma dentre cada duas aproximacdes
consecutivas de « por reduzidas € muito boa (neste
sentido, de que o erro absoluto da aproximagéao € menor
que a metade do inverso do quadrado do denominador da

aproximacao).
® Se |a — §| < 5 entdo £ & uma reduzida da fragao

continua de «, ou seja, eX|ste n € N tal que 2 q= ZZ. Assim,
toda aproximagao muito boa de « € uma reduzida.
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_ Pn 1 _ Pnit 1
an| < 22 OU ‘O‘ a1 | S 22,

Assim, pelo menos uma dentre cada duas aproximacdes
consecutivas de « por reduzidas é muito boa (neste
sentido, de que o erro absoluto da aproximagéao € menor
que a metade do inverso do quadrado do denominador da
aproximacao).

@ Se|a-— B\ <3 2 entao p é uma reduzida da fragao

continua de «, ou seja, eX|ste n € N tal que 2 q= ZZ. Assim,
toda aproximagao muito boa de « € uma reduzida.
@ (Teorema de Hurwitz-Markov) Para todo « irracional e todo
inteiron > 1, existe ke{n—1,n,n+ 1} tal que
Pk
| <

@ Paratodo n > 0,

O[_i

qu
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Embora a transformacao de Gauss g tenha infinitas érbitas
periddicas de todos os periodos, para « € (0, 1) tipico, o
comportamento da érbita de « por g é bem diferente: para
quase todo o € (0,1) (no sentido da medida de Lebesgue),
{9"(a),n € N} é denso em [0,1],i.e.,Vx € [0,1],e > 0,dne N
com |x — g"(a)] < e.
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Embora a transformacao de Gauss g tenha infinitas érbitas
periddicas de todos os periodos, para « € (0, 1) tipico, o
comportamento da érbita de « por g é bem diferente: para
quase todo o € (0,1) (no sentido da medida de Lebesgue),
{9"(a),n € N} é denso em [0,1],i.e.,Vx € [0,1],e > 0,dne N
com |x — g"(a)] < e.

Também é possivel provar que, para quase todo

a=lag; ay,a,...] ER,

liMp o0 /G = €7/1202 — 3 27582291872181 ...

e

liMp o0 ('] | — Z” — e ™/8In2 _ 0 09318782295357587 . ..
n
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O espectro de Lagrange

Seja a um ndmero irracional. Definimos k(o) como o unico
k > 0 (se existir) tal que, para todo ¢ € (0, k),

lov — Z| < 5 tem infinitas solugGes racionais p/q e,

L
(k—¢)q

paratodo e > 0, |a — Z[ < tem apenas um numero

(k +¢)qg?
finito de solugdes racionais p/q

. . 1
(caso nao exista um tal k, i.e., caso |a — Z\ < K tenha
infinitas solugdes racionais p/q para todo k > 0, definimos
k(a) = +00).
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O espectro de Lagrange

Seja a um ndmero irracional. Definimos k(o) como o unico
k > 0 (se existir) tal que, para todo ¢ € (0, k),

5 tem infinitas solugGes racionais p/q e,

L
(k—¢)q

paratodo e > 0, |a — Z[ <

\a—8|<
q

———— tem apenas um ndmero
(k +¢)qg? P
finito de solugdes racionais p/q

~ . . 1
(caso nao exista um tal k, i.e., caso |a — Z\ < K tenha
infinitas solugdes racionais p/q para todo k > 0, definimos
k(a) = +00).
Pelo Teorema de Hurwitz-Markov, temos
k(o) > v/5,Va € R\ Q. Por outro lado, é possivel provar que

K(H3%) = V5.
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Estamos interessados nos a € R tais que k(a) < +oo, €, mais
particularmente, na imagem da fungé@o k, mais precisamente,
no conjunto

L={k(a)| aeR\Qe k(a)<+o}.

Este conjunto € conhecido como o espectro de Lagrange.

O conjunto L encodifica uma série de propriedades diofantinas
(isto é, relativas as boas aproximagdes por numeros racionais)
de numeros reais, e vem sendo estudado h4 bastante tempo.
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Estamos interessados nos a € R tais que k(a) < +oo, €, mais
particularmente, na imagem da fungé@o k, mais precisamente,
no conjunto

L={k(a)| aeR\Qe k(a)<+o}.

Este conjunto € conhecido como o espectro de Lagrange.
O conjunto L encodifica uma série de propriedades diofantinas
(isto é, relativas as boas aproximagdes por numeros racionais)
de numeros reais, e vem sendo estudado h4 bastante tempo.
Talvez o primeiro resultado nado-trivial sobre ele se deva a
Markov, que provou em 1879 que

Lm(—oo,S):{k1 :\/5<k2:2\f2<k3:\/25?<m},
onde (kp) € uma sequéncia convergente a 3 tal que k, ¢ Q
mas k2 € Q para todo n. Assim, o “comego” do espectro de
Lagrange é discreto. Como veremos, essa afirmagao nao é
verdadeira para todo o conjunto L.
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Os elementos do espectro de Lagrange menores que 3 sao
exatamente os numeros da forma /9 — % onde z € um inteiro

positivo para o qual existem outros inteiros positivos x, y tais
que1 <x<y<ze(x,y,z)éumasolugdo da equacgéo de
Markov x? + y? + 2% = 3xyz.
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Os elementos do espectro de Lagrange menores que 3 sao
exatamente os numeros da forma /9 — % onde z € um inteiro
positivo para o qual existem outros inteiros positivos x, y tais
que1 <x<y<ze(x,y,z)éumasolugdo da equacgéo de
Markov x? + y? + 2% = 3xyz.

o(x,y,z) solucdo = (y,z,3yz — x),(x,z,3xz — y) solugdes.

(1,1,1)
$
(1,1,2)
$
(1,2,5)
« ~
(1,5,13) (2,5,29)
v N\ v N\

(1,13,34) (5,13,194) (2,29,169) (5,29,433)
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Um problema em aberto importante sobre a equacao de
Markov é o Problema da Unicidade, formulado por Frobenius
ha cerca de 100 anos: para quaisquer inteiros positivos

X1, X2, Y1, Y2, Zcom x; < yy < ze xp < yp» < Z tais que
(x1,¥1,2) € (X2, y2, Z) s@0 solugdes da equagao de Markov
temos sempre (X1, y1) = (X2, y2)?
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Marshall Hall provou em 1947 que L contém toda uma
semi-reta (por exemplo [6, +00)), e G. Freiman determinou em
1975 a maior semi-reta que esta contida em L, que é
2221564096 + 2837481/462
491993569 o)
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Marshall Hall provou em 1947 que L contém toda uma
semi-reta (por exemplo [6, +00)), e G. Freiman determinou em
1975 a maior semi-reta que esta contida em L, que é
2221564096 + 283748+/462
491993569 o)

Uma apresentacao detalhada destes e de outros resultados
sobre o espectro de Lagrange pode ser encontrada em [CF].

Na referéncia [M2] séo provados resultados sobre
propriedades geométricas (relativas a geometria fractal) dos
espectros de Markov e Lagrange, que envolvem resultados
delicados sobre somas de conjuntos de Cantor regulares.
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Se a representacao em fragcdes continuas de a é
o = [30;31,32,...]

entdo temos a seguinte férmula para k(«):

k() = limsup(an + Bn),

n—o0

onde an = [an; @ni1, @nioy---| e

6!7 — [Ov an—17an—27 .. '7a1]'
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Esta férmula segue da igualdade

”
\a—&|— 5, VneN

an - (Oén—H + Bn—H)qn

(onde pn/qn = [ao; a1, a2, - . ., an), n € N sdo os convergentes
da fragao continua de «).
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Essa férmula para k(«) implica a seguinte defini¢ao alternativa
para L - uma caracterizagao dindmica:

Seja ¥ = (N*)Z o conjunto das sequéncias bi-infinitas de
inteiros positivos. Se 0 = (an)nez € X, sejam

an = |an @ns1,@ns2,--.1€ fn=10;an_1,an_2,...],¥Nn € Z.
Definimos f(0) = oo + fo = [@0; @1, @2, ... ] +[0;a_1,8_2,...].
Temos entédo

L = {limsup,_, f(c"0),0 € £} |

onde o: ¥ — ¥ é a transformacao deslocamento (“shift") dada
por o((an)nez) = (@nt1)nez-
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Fractais aparecem naturalmente em Sistemas Dindmicos e
dimensdes fractais aparecem naturalmente quando tentamos
medir fractais.

A nocdo mais importante de dimenséo fractal (de um espaco
métrico) é a dimensao de Hausdorff.
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Fractais aparecem naturalmente em Sistemas Dindmicos e
dimensdes fractais aparecem naturalmente quando tentamos
medir fractais.

A nocdo mais importante de dimenséo fractal (de um espaco
métrico) é a dimensao de Hausdorff.

A dimensao de Hausdorff de um espago métrico X é

HD(X) =inf{s>0; inf Z rs

XCUB(Xn,rn)

E uma ferramenta natural para medir fractais (como conjuntos
de Cantor regulares), e para comparar subconjuntos da reta de
medida de Lebesgue nula.
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Teorema (M., 2018)

HD(LN (—o0,t)) =: d(t) é uma fungdo continua sobrejetiva de
R e, [0,1]. Além disso:

i) d(t) = min{1,2D(t)}, onde

D(t) := HD(k~'(—o0, 1)) = HD(k~1(—oc, t]) é uma fungéo
continua sobrejetiva de R em [0, 1).

i) max{t € R | d(t) =0} = 3.

iii) Existe § > 0 tal que d(v/12 — §) = 1.
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Teorema (M., 2018)

HD(LN (—o0,t)) =: d(t) é uma fungdo continua sobrejetiva de
R e, [0,1]. Além disso:

i) d(t) = min{1,2D(t)}, onde

D(t) := HD(k~'(—o0, 1)) = HD(k~1(—oc, t]) é uma fungéo
continua sobrejetiva de R em [0, 1).

i) max{t € R | d(t) =0} = 3.

iii) Existe § > 0 tal que d(v/12 — §) = 1.

Nesse artigo também provamos que:
o limy oo HD(Kk™'(1)) = 1

e L' € um conjunto perfeito, i.e., L' = L".
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[ F E.Brochero Martinez, C. G. Moreira, N. C. Saldanha, E.
Tengan - Teoria dos NUmeros: um passeio com primos e
outros numeros familiares pelo mundo inteiro - Projeto
Euclides, IMPA, 2010.

[§ T. W. Cusick e M. E. Flahive, The Markoff and Lagrange
spectra, Math. Surveys and Monographs, no. 30, A.M.S.
(1989).

[§ Lorenzo J. Diaz, Danielle de Rezende Jorge, Uma
introdug&o aos Sistemas Dindmicos via Fragdes Continuas.
26° Coléquio Brasileiro de Matematica. IMPA, 2007. 211 p.

[d C. G. Moreira. Fragdes continuas, representacdes de
numeros e aproximagoes, Revista Eureka! No. 3, pp.
44-55; disponivel também em
http://www.obm.org.br
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[§ C.G. Moreira, Geometric properties of the Markov and
Lagrange spectra, Annals of Math 188 (2018), no. 1,
145-170.
https://arxiv.org/abs/1612.05782

@ C.G. Moreira, Geometric properties of images of cartesian
products of regular Cantor sets by differentiable real maps.
https://arxiv.org/abs/1611.00933



Muito obrigado!
Muchas gracias!
Thank you very much!
Merci beaucoup!

i !
(..)
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